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1 Introdução

Nos últimos 20 anos o estudo do limite clássico de sistemasquânticos ganhou grande ı́mpeto, não só
na sua forma teórica mas também experimental. Métodos davelha mecânica quântica, desenvolvidos
por Bohr e Sommerfeld, foram revividos e aperfeiçoados a partir da década de 70 com o intuito de
compreender o comportamento desses sistemas no limite semiclássico. Um marco histórico nesse es-
tudo foi o aparecimento da famosa Fórmula do Traço de Gutzwiller [4], que cobria uma lacuna teórica
apontada por Einstein em 1917 [5], sobre a quantização de sistemas não-integráveis. Essa fórmula
semiclássica, baseada na teoria desenvolvida previamente por Balian e Bloch [6], tornava possı́vel o
conhecimento aproximado do espectro de energias do sistemaquântico a partir das órbitas periódicas
do sistema clássico correspondente, o que tornou finalmente possı́vel um estudo sistemático do limite
semiclássico de sistemas caóticos.

Uma das maneiras mais intuitivas de se estudar a transiçãoda teoria quântica para a clássica é
através do formalismo de integrais de trajetória de Feynman [1, 2], que apresenta uma conexão direta
entre essas teorias e permite obter aproximações semicl´assicas diretamente.

2 Integrais de Trajetória

A equação de Schrödinger

i~
∂|Ψ〉

∂t
= Ĥ|Ψ〉 (2.1)

pode ser integrada formalmente para hamiltonianas independentes do tempo, resultando em

|Ψ(t)〉 = e−iĤt/~|Ψ(0)〉 ≡ Û(t)|Ψ(0)〉. (2.2)

O propagador de Feynman é definido como o elemento de matriz de U(t), chamado de operador
de evolução temporal, entre dois estados quaisquer de posição:

K(x, x0, t) = 〈x|Û(t)|x0〉. (2.3)

O conhecimento deK(x, x0, t) permite propagar qualquer estado inicial através da relac¸ão

Ψ(x, t) =

∫

dx0K(x, x0, t)Ψ(x0). (2.4)

A amplitude de transição entre dois estados quaisquer de um sistema pode ser expressa como uma
soma sobre todas as maneira possı́veis de levar o sistema do estado inicial ao final.

Por exemplo, dado que uma partı́cula encontra-se na posiç˜aoa no instantet = 0, a probabilidade
de encontrá-la emb no instantet > 0 é o módulo quadrado da amplitude

K(b, a) =

∫ b

a

exp

(

i

~
S[x(t)]

)

Dx(t) (2.5)

onde a integral à direita representa a soma sobre todos os caminhos possı́veis que conectam o ponto
a e o pontob. Cada um desses caminhos contribui para a amplitude de transição com o pesoeiS[x(t)]/~

ondeS[x(t)] =
∫

L(x, ẋ, t)dt é a ação calculada sobre o caminhox(t) e L(x, ẋ, t) é a Lagrangeana
do sistema.
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A construção dessa integral de caminhos para o propagadorprossegue da seguinte forma: divide-
se o tempo de propagação emN intervalos pequenos de tamanhoǫ de forma queNǫ = t. Considera-
se depois o limite em queǫ → 0. O operador de evolução temporal é então escrito como o produto de
N fatores do tipoeiS[xk,xk−1]/~ vezes uma constante de normalização, dependente apenas de ǫ:

K(b, a) = lim
N→∞

∫

· · ·

∫

{

exp

(

i

~

N−1
∑

k=1

S[xk, xk−1]

)}

N−1
∏

k=1

( m

2πi~ǫ

)1/2

dxk (2.6)

Pode-se mostrar que a expressão acima vale também para Hamiltonianas dependentes do tempo,
desde que tome-se cuidado com o ordenamento temporal dos termos na integral.

No limite em que as ações tı́picas são muito maiores do quea constante de Planck, pequenas
variações no caminho causam grandes oscilações da faseda exponencial. Nesse limite, a soma das
várias contribuições comporta-se a como uma soma de números aleatórios de módulo um, que tende
a se anular. A soma não se anula apenas se houver um caminho especial de tal forma que cami-
nhos vizinhos tenham todos aproximadamente a mesma ação,isto é, ondeδS = 0. Nesse caso as
contribuições são todas aproximadamente iguais, isto ´e, ficam ”em fase”, e a integral é finita. Eviden-
tementeδS = 0 é a expressão do princı́pio variacional de Hamilton e o caminho especial nada mais é
que o caminho clássico, e assim recuperamos a mecânica cl´assica.

3 Propagador semicĺassico de Hamiltonianas quadŕaticas

Uma grande vantagem do emprego do formalismo de Feynman reside na possibilidade de obter o
propagador semiclássico a partir da trajetória clássica do sistema. Isso é feito trocando de variáveis
paray(t) = x(t) − x̄(t), ondex̄(t) é a trajetória clássica. Se a Lagrangeana (e portanto também a
Hamiltoniana)L for quadrática nas posições e velocidades - ou seja, for da forma

L(t, x, ẋ) = a(t)ẋ2 + b(t)ẋx + c(t)x2 + d(t)ẋ + e(t)x + f(t) (3.1)

então a açãoS[x(t)] fica:

S[x(t)] = S[x̄(t) + y(t)] = S[x̄] +

∫ tb

ta

[

a(t)ẏ2 + b(t)ẏy + c(t)y2
]

dt (3.2)

e agora, comoS[x̄(t)] é a ação clássicaScl[b, a], e portanto não varia com o caminho, ey(t) vale0 em
ambos os extremos, temos:

K(b, a) = exp

(

i

~
Scl[b, a]

)
∫ 0

0

exp

{

i

~

∫ tb

ta

[

a(t)ẏ2 + b(t)ẏy + c(t)y2
]

dt

}

Dy(t) (3.3)

e a integral à direita é uma funçãoF (ta, tb), independente das condições de contornoa e b. Note-se
ainda que esse resultado é exato, mesmo para Lagrangeanas dependentes do tempo.

4 Propagador do Oscilador Harmônico

Agora podemos usar a fórmula semiclássica para calcular opropagador de Feynman do oscilador
harmônico, de Hamiltoniana

H =
1

2m
p2 +

1

2
mw2x2 (4.1)
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A ação clássica ao longo de uma trajetória comx(ta) = xa ex(tb) = xb é dada por

S(xb, T, xa) =
mω

2 sin(ωT )

[

(x2
a + x2

b) cos(ωT ) − 2xaxb

]

(4.2)

ondeT = tb − ta. Para calcularmos o pré-fatorF (ta, tb), consideramos em primeiro lugar que o
oscilador harmônico é um sistema autônomo, ou seja, a Lagrangeana não depende explicitamente do
tempo, e portantoF (ta, tb) deve depender apenas da diferençatb − ta. Então trocamos de variáveis,
expandindo o caminhoy(t) em série de Fourier, e calculamos a ação para cada “harmônico”, e final-
mente calculamos o produtório resultante, chegando a:

F (T ) =

(

mω

2πi~ sin(ωT )

)1/2

(4.3)

e portanto o propagador do oscilador harmônico é:

K(xb, T, xa) =

(

mω

2πi~ sin(ωT )

)1/2

exp

{

i

~

mω

2 sin(ωT )

[

(x2
a + x2

b) cos(ωT ) − 2xaxb

]

}

(4.4)

5 Pacotes de onda gaussianos

Pacotes de onda gaussianos são funções de onda dadas por uma distribuição gaussiana:

Ψ(x) =

(

2a

π

)
1

4

exp

(

−ax2 +
ipx

~

)

(5.1)

A importância de seu estudo neste contexto provém do fato de que um pacote gaussiano de largura
a = mω/2~ constitui umestado coerentedo oscilador harmônico - ou seja, é um estado de incerteza
mı́nima. Quando propagado, o pacote mantém sua forma, com amesma largura - apenas oscila como
um todo.

Podemos ver isso tomando o propagador (4.4) e calculando a densidade de probabilidade num
instante posteriort, usando a (2.4):

|Ψ(x, t)|2 =

∣

∣

∣

∣

∫

dx0K(x, x0)Ψ(x0)

∣

∣

∣

∣

2

=

∣

∣

∣

∣

mω

sin(ωt)

∣

∣

∣

∣

√

√

√

√

a

2π

[

a2 +
(

mω
2~tan(ωt)

)2
] exp







−
a

2~2

[

a2 +

(

mω

2~ tan(ωt)

)2
]

−1
(

−
mω

sin(ωt)
x + p

)2







=

√

mω

π~
exp

[

−
mω

~

(

x −
sin(ωt)

mω
p

)2
]

e o resultado é novamente uma gaussiana de larguramω/~ cujo centro oscila exatamente como um
oscilador clássico.
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6 Oscilador Harmônico duplo com campo magńetico constante

A Hamiltoniana para um sistema que consiste de uma partı́cula de massam e cargae, restrita a
mover-se no planoxy, onde é sujeita a um oscilador harmônico duplo ao longo doseixosx e y, e a
qual aplicamos um campo magnético constante de magnitudeB0 na direçãoz, é:

H =
1

2m
(px + eB0y/2)2 +

1

2m
(py − eB0x/2)2 +

1

2
mω2

xx
2 +

1

2
mω2

yy
2 (6.1)

Podemos, por meio de uma transformação canônica, diagonalizar essa Hamiltoniana de modo
a torná-la equivalente a um oscilador harmônico duplo, porém com freqüências diferentes. Sendo
z = (x, y, px, py)

T as coordenadas originais, eZ = (X, Y, Px, Py)
T as novas coordenadas, podemos

escrever:

Px = apx + by X = cpy + dx

Py = αpy + βx Y = γpy + δy

ou, escrevendo em forma matricial,Z = Mz, onde

M =









d 0 0 c
0 δ γ 0
0 b a 0
β 0 0 α









A condição para que a transformação definida porM seja canônica é queMJMT = J , ondeJ é
a matriz antisimétrica

J =









0 0 1 0
0 0 0 1
−1 0 0 0
0 −1 0 0









Dessa condição obtemos que

dγ = cδ da − bc = 1 (6.2)

bα = aβ δα − βγ = 1

Podemos escreverz comoz = M−1Z, mas

MJMT = J ⇔ JT MJMT = 1 ⇔ JT MJ = (MT )−1 ⇔ M−1 = JT MT J

ou seja,z = (JT MT J)Z. Agora, queremos que a Hamiltoniana seja diagonal nas novasvariáveis, o
que leva, igualando a zero os termos diagonais, a

1

m
(d + eB0c/2)(eB0α/2 + β) + mω2

yαc = 0 (6.3)

1

m
(δ − eB0γ/2)(eB0a/2 − b) − mω2

xaγ = 0
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e a Hamiltoniana fica

H =
P 2

x

2m

[

(d + eB0c/2)2 + mω2
yc

2
]

+
m

2
X2

[

a2w2
x +

1

m2
(eB0a/2 − b)2

]

+
P 2

y

2m

[

(δ − eB0γ/2)2 + mω2
xγ

2
]

+
m

2
Y 2

[

α2w2
y +

1

m2
(eB0α/2 + β)2

]

≡
P 2

x

2m
Γ1 +

mX2

2
Γ2 +

P 2
y

2m
Γ3 +

mY 2

2
Γ4

e as novas freqüências são, pelas equações de Hamilton,

Ω2
x = Γ1Γ2, Ω2

y = Γ3Γ4 (6.4)

Resolvendo as equações 6.2 e 6.3, a 6.4 fica:

Ω2
x/y =

1

2
(ω2

x + ω2
y + ω2

c ) ±
1

2

√

(ω2
x + ω2

y + ω2
c )

2 − 4ω2
xω

2
y (6.5)

ondeωc = eB0/m é afreqüência de ciclotrondo oscilador. Esse resultado pode ainda ser escrito na
forma

Ωx/y =
1

2

(

√

ω2
c + ω2

+ ±
√

ω2
c + ω2

−

)

(6.6)

comω+ = ωx + ωy eω
−

= ωx − ωy.

7 Oscilador Harmônico com freqüência dependente do tempo

Para calcularmos o propagador do oscilador harmônico com freqüência dependente do tempo, preci-
saremos calcular a trajetória desse sistema classicamente, para condições de contorno dadas.

7.1 Problema cĺassico

A Lagrangeana para o oscilador harmônico com freqüênciadependente do tempo é dada por

L(x, ẋ, t) =
m

2
ẋ2 − ω2(t)x2 (7.1)

que resulta na equação diferencial
[

d2

dt2
+ ω2(t)

]

x(t) = 0 (7.2)

com condições de contornox(t1) = x1 ex(t2) = x2. Usando oansatz

x(t) = f(t)[A cos g(t) + B sin g(t)]

vem
(A cos g + B sin g)(f̈ + ω2f − f ġ2) + (−A sin g + B cos g)(2ḟ ġ + f g̈) = 0
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Sendof1, g1 ef2, g2 os valores def(t) eg(t) correspondentes ax(t) emt1 et2, podemos calcular
as constantesA eB em função desses, obtendo a trajetória do sistema:

x(t) =
f(t)

sin(g2 − g1)

(

x1

f1
sin(g2 − g) −

x2

f2
sin(g1 − g)

)

, (7.3)

válida desde queg2 − g1 6= nπ. A ação é dada então por:

Scl =

∫ t2

t1

L(x, ẋ, t) dt =
m

2

∫ t2

t1

ẋ2 − ω(t)2x2

=
m

2
(xẋ)|t2t1 −

m

2

∫ t2

t1

x(t)

[

d2

dt2
+ ω2(t)

]

x(t) dt (7.4)

=
m

2
(x2ẋ2 − x1ẋ1)

Agora temos que expressarScl em termos apenas dex1 e x2. Isso pode ser feito tomando a
derivada de (7.3) e substituindot1 e t2 para encontrar as velocidades terminais:

ẋ =
1

sin(g2 − g1)

[

ḟx1

f1
sin(g2 − g) −

ḟx2

f2
sin(g2 − g) −

f ġx1

f1
cos(g2 − g) +

f ġx2

f2
cos(g1 − g)

]

e daı́

x2ẋ2 − x1ẋ1 =
ḟ2x

2
2

f2
−

ḟ1x
2
1

f2
+ (ġ2x

2
2 + ġ1x

2
1) cot(g2 − g1) −

(

f2ġ2

f1
+

f1ġ1

f2

)

x1x2

sin(g2 − g1)

De (7.3) devemos ter também que

2ḟ ġ + f g̈ = 0 ⇒ f 2ġ = 0 ⇒ ġ =
C2

f 2

e portanto, substituindo na anterior, obtemos finalmente a ação

Scl =
m

2

[

ḟ2x
2
2

f2
−

ḟ1x
2
1

f1
+ (ġ2x

2
2 + ġ1x

2
1) cot(g2 − g1)

]

(7.5)

7.2 Cálculo do propagador quadrático

Consideramos aqui a seguinte Lagrangeana quadrática:

L(x, ẋ, t) =
m

2
ẋ2 −

m

2
W (t)x2 (7.6)

O propagador será dado, de acordo com o resultado da seção1.2, por

K(xf , xi) = exp

(

i

~
Scl[x(tf ), x(ti)]

)
∫ x(tf )=0

x(ti)=0

exp

{

i

~

∫ tf

ti

[

(

dx

dt

)2

− W (t)x2

]

dt

}

Dx(t)

6



Podemos integrar por partes a ação, usando quex(ti) = x(tf ) = 0:

S[x(t)] = −
m

2

∫ tf

ti

dt

[

x
d2x

dt2
+ Wx2

]

= −
m

2

∫ tf

ti

dt

[

x

(

d2

dt2
+ W

)

x

]

(7.7)

Daqui vemos que estamos lidando com uma integral gaussiana generalizada paraW dependente
do tempo. Para calculá-la, devemos diagonalizar o operador hermiteano

d2

dt2
+ W (t).

Para tanto, vamos primeiramente usar uma transformação de variáveis que deve tornar a ação
quadrática na de uma partı́cula livre.

Sejaf(t) uma solução arbitrária de
[

d2

dt2
+ W (t)

]

f(t) = 0, (7.8)

com a restrição que, no ponto inicialti, f(ti) 6= 0. Com ela, podemos construir a seguinte transformação
linear, que leva o caminhox(t) no caminhoy(t):

x(t) = f(t)

∫ t

ti

ẏ(s)

f(s)
ds. (7.9)

Diferenciando esta, temos

ẋ(t) = ḟ(t)

∫ t

ti

ẏ(s)

f(s)
ds + ẏ(t) (7.10)

de modo que a transformação inversa de (7.9) é

y(t) = x(t) −

∫ t

ti

ḟ(s)

f(s)
x(s)ds, (7.11)

e agora vemos quey(t) satisfaz a condição de contornoy(ti) = 0. Diferenciando novamente, temos

ẍ(t) = f̈(t)

∫ t

ti

ẏ(s)

f(s)
ds + ḟ(t)

ẏ(t)

f(t)
+ ÿ(t)

obtendo
[

d2

dt2
+ W (t)

]

x(t) =

[

d2

dt2
+ W (t)

]

f(t)

∫ t

ti

ẏ(s)

f(s)
ds + ḟ(t)

ẏ(t)

f(t)
+ ÿ(t) (7.12)

Chegamos então a

S[x(t)] = −
m

2

∫ tf

ti

x(t)
d2

dt2
+ W (t)x(t) dt

= −
m

2

∫ tf

ti

f(t)

∫ t

ti

ẏ(s)

f(s)
ds

[

ḟ(t)
ẏ(t)

f(t)
+ ÿ(t)

]

dt

= −
m

2

∫ tf

ti

F (t)ḟ(t)ẏ(t) + F (t)f(t)ÿ(t) dt,
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ondeF (t) =
∫ t

t1

ẏ(s)
f(s)

ds. Integrando o segundo termo acima por partes resulta em

S[x(t)] = −
m

2

{∫ tf

ti

(

F ḟẏ − Ḟ f ẏ − F ḟẏ
)

dt + Ffẏ|
tf
ti

}

=
m

2

∫ tf

ti

ẏ(t)2 dt −
m

2
[x(t)ẏ(t)] |

tf
ti

=
m

2

∫ tf

ti

ẏ(t)2 dt,

que é a ação a partı́cula livre. Resta ainda analisar as condições de contorno paray(t). Emti já temos
quey(ti) = 0. Paratf , devemos ter que

y(tf) =

∫ tf

ti

ẏ(s)

f(s)
ds = 0

Para fazer uso dessa condição de contorno, vamos nos valerde uma representação da funçãoδ,

δ(x(tf )) =
1

2π

∫

exp[−iαx(tf )] dα,

que permite escrever a integral de caminho como

∫ x(tf )=0

x(ti)=0

Dx(t) exp

{

i

~

∫ tf

ti

S[x(t)]dt

}

=
1

2π

∫ x(tf )qualquer

x(ti)=0

Dx(t)

∫ +∞

−∞

exp[−iαx(tf )] dα exp

{

i

~
S[x(t)]

}

=
1

2π

∫ x(tf )qualquer

x(ti)=0

Dy(t)

∣

∣

∣

∣

δx

δy

∣

∣

∣

∣

∫ +∞

−∞

dα exp

[

−iαf(tf )

∫ tf

ti

ds
ẏ(s)

f(s)

]

× exp

[

i

~

m

2

∫ tf

ti

dt ẏ2(t)

]

A generalização de dimensão infinita da Jacobiana é independente dey(t), porque a transformação
(7.11) é linear emy. Reescrevendo a expressão acima usando

γ(t) = y(t) −
~α

m
f(tf)

∫ t

ti

ds

f(s)

chegamos a

1

2π

∣

∣

∣

∣

δx

δy

∣

∣

∣

∣

∫ +∞

−∞

dα exp

[

i~

2m
α2f 2(tf)

∫ tf

ti

dt

f 2(t)

]
∫ γ(tf ) qq

γ(ti)=0

Dγ(t) exp

[

im

2~

∫ tf

ti

dt γ̇2(t)

]

E aqui podemos fazer a integral emα, e a integral de trajetória é apenas a da partı́cula livre para
qualquer tempo finaltf , sendo portanto igual a1. Da integral de trajetória original resta apenas

∣

∣

∣

∣

δx

δy

∣

∣

∣

∣

[

m

/

2πi~f 2(tf )

∫ tf

ti

dt

f 2(t)

]1/2
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Podemos agora calcular a Jacobiana usando a transformação (7.11), obtendo:
∣

∣

∣

∣

δx

δy

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

δy

δx

∣

∣

∣

∣

−1

=

[

f(tf)

f(ti)

]1/2

e portanto, finalmente chegamos à fórmula para a integral de trajetória:

∫ x(tf )=0

x(ti)=0

exp

{

i

~

∫ tf

ti

S[x(t)]dt

}

Dx(t) =

[

m

/

2πi~f(tf)f(ti)

∫ tf

ti

dt

f 2(t)

]1/2

(7.13)

7.3 Aproximação em 1a ordem

Agora vamos calcular um exemplo assumindo uma forma especı́fica paraω(t), inserindo uma perturbação
periódica na frequência,

ω(t) = ω [1 + ǫ cos(Ωt)]

Partindo da equação diferencial:

ẍ + ω2[1 + ǫ cos(Ωt)]2 = 0 (7.14)

com condições de contorno

x(0) = xa

x(T ) = xb

aproximamos até 1a ordem e supomos uma solução (aproximada) da formax0 + ǫ y, obtendo

ẍ0 + ω2x0 = 0

ÿ + ω2y + 2ω2x0 cos(Ωt) = 0

As condições de contorno devem valer para todoǫ, logo valem em particular paraǫ = 0, portanto
x0 obedece

x0(0) = xa

x0(T ) = xb

e y obedece
y(0) = y(T ) = 0

A solução parax0 é

x0(t) =

(

xb

sin(ωt)
−

xa

tan(ωt)

)

sin(ωt) + xa cos(ωt) (7.15)

e a dey é dada por:

y(t) =
2ω2

(Ω2 − 4ω2) sin(ωT )

[

xa cos(ωT ) − xb cos(ΩT ) +
2ω sin(ΩT )

Ω

(

xb

tan(ωT )
−

xa

sin(ωT )

)]

sin(ωt)

−
2ω2xa

Ω2 − 4ω2
cos(ωt)+

(

xb

sin(ωt)
−

xa

tan(ωt)

)[

ω2

Ω2 + 2ωΩ
sin
(

(ω + Ω)t
)

+
ω2

Ω2 − 2ωΩ
sin
(

(ω − Ω)t
)

]

+

+ xa

[

ω2

Ω2 + 2ωΩ
cos
(

(ω + Ω)t
)

+
ω2

Ω2 − 2ωΩ
cos
(

(ω − Ω)t
)

]

(7.16)
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Integrando a Lagrangeana dada pela expressão

L(x, ẋ, t) =
m

2
ẋ2 −

m

2
ω2
[

1 + cos2(Ωt)
]

x2 (7.17)

e integrando para encontrar a ação, resulta, tomando apenas os termos até 1a ordem, em

S(xa, xb, T ) =
mω

2 sin(ωT )

[

(x2
a + x2

b) cos(ωT ) − 2xaxb

]

+

ǫ
mω2

2Ω sin2(ωT )(Ω2 − 4ω2)

{

4ω x2
a

[

ω sin(ΩT ) − Ω cos(ωT ) sin(ωT )
]

+ xaxb

[

−8ω2 cos(ωT ) sin(ΩT ) + 4ωΩ sin(ωT )(cos(ΩT ) + 1)
]

+ x2
b

[(

(cos(2ωT ) − 1)Ω2 + 4ω2
)

sin(ΩT ) − 4ωΩ cos(ωT ) sin(ωT ) cos(ΩT )
]

}

(7.18)

Podemos obter o propagador usando a expressão ([9]):

K(xb, xa) =

√

−
1

2πi~

∂2S

∂xa∂xb

exp

(

i

~
Scl

)

(7.19)

onde−∂2S/∂xa∂xb, o chamado determinante de Van Vleck, vale:

−
∂2S

∂xa∂xb
=

mω

sin(ωT )
+ ǫ

2mω3

Ω(Ω2 − 4ω2) sin2(ωT )

[

2ω sin(ΩT ) cos(ωT )−Ω sin(ωT )(1+cos(ΩT ))
]

(7.20)

8 Propagaç̃ao de pacotes de onda gaussianos

Usando o propagador calculado até 1a ordem na seção anterior, podemos computar a função de onda
de um pacote gaussiano sob a ação dessa Hamiltoniana, fazendo uso da (2.4). Obtemos então

|Ψ(x, t)|2 = |A|

√

B

π
exp

[

−B (Ax + p)2] (8.1)

ondeA eB são dados por

A =
mω

sin(ωt)
+ ǫ

2mω3

Ω(Ω2 − 4ω2) sin2(ωt)

[

2ω sin(Ωt) cos(ωt) − Ω sin(ωt)(1 + cos(Ωt))
]

B =
a

2~2

[

a2 +

(

mω

2~ tan(ωt)
+ 2mω3ǫ

ω sin(Ωt) − Ω cos(ωt) sin(ωt)

~Ω sin2(ωt)(Ω2 − 4ω2)

)2
]

−1

ExpressamosA comoA = A0 + ǫA1, e aproximando

1

A
=

1

A0 + ǫA1

≅
1

A0

(

1 − ǫ
A1

A0

)

reescrevemos a (8.1) como

|Ψ(x, t)|2 = |A|

√

B

π
exp

{

−BA2

[

x +
p

A0

(

1 − ǫ
A1

A0

)]2
}

(8.2)
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Usando essa expressão, podemos olhar como se comporta o pacote para um dado conjunto de
parâmetros especı́fico, como vemos na figura 1.

(a) t = 0.00 (b) t = 0.75

(c) t = 1.25 (d) t = 3.14
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(e) t = 4.90 (f) t = 5.90

Figura 1: Densidade de probabilidade de um pacote de ondas gaussiano de larguramω/2~ propagado
sob a hamiltoniana do oscilador harmônico (Ψ0(x)) e do oscilador harmônico de frequência depen-
dente do tempo (Ψ(x)), em vários instantes de tempo. Os parâmetros usados foram m = 1.0, ω = 1.0,
Ω = π/2, p = 1.3 e ǫ = 0.1, com~ = 1.
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